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1. Opcién A

Problema 1.1 Un alambre de 10 metros de longitud se divide en dos trozos. Con uno de
ellos se forma un tridngulo equildtero y con el otro un cuadrado. Hallar la longitud de dichos
trozos para que la suma de las areas sea minima.

Sea x la longitud de alambre con la que formamos el tridngulo equilatero, luego 10 — z es
la longitud restante con la que formamos el cuadrado. Sea [ la longitud del lado del tridangulo

x
equilatero, por tanto z = 3l = [ = 3 El area de cualquier triangulo 7' es:

Sy = a~b-28enC’

siendo a, b dos lados cualesquiera y C' el angulo comprendido entre ellos. En nuestro caso, como
el tridngulo es equildtero (ver figura), tenemos:
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0 x. El area del cuadrado es:

Sea p el lado del cuadrado, por tanto 10 — z = 4p — p =

10— 2\* (10— 2)?
4 16

La funcién a minimizar S es, por tanto:

V3 , (10 —12)°
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Derivando y simplificando:

V3 L M-z
18 8
V3 10—x

S'(2)=0= —x —
() 18" 78
Es una ecuacion de primer grado. Resolviéndola:

S'(z) =

Por tanto:
=0

90
r=—-x
9+ 4v/3

Derivando una vez mas:

30 - (9 — 4v/3)

= {racionalizando} = T

3 1
SH(ZL‘):\l/—8—+§>0

luego, efectivamente es un minimo. Por tltimo, la longitud del segundo trozo es:

30 - (9 — 4v/3) 40 - (3v/3 — 4)

T = {célculos y simplificaciones} = 1

10 — 2 =10 —

Problema 1.2 1. Determinar la funcién f: R — R tal que f'(z) = (2x 4+ 1)e™® tal que
su grafica pasa por el origen de coordenadas.

2. Calcular la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa z = 0.

Integramos por partes:

u(xr) =2x +1
f(z) = /(23: +1)e ™ dr = ?;Eg z e_e_x =—2x+1e "+ 2/6_9” dr =
u'(r) =2

=—2r+1)e*—2e"=—(2x+3)e "+, siendo C una constante arbitraria.

Por otro lado
0=f0=-34+C=C=3= f(zr)=3—-(2v+3)e "

En segundo lugar, la recta tangente en x = 0 es y = f(0) + f’(0)(x — 0). Ahora bien:

f(0)=0, ff(0)=(2-04+1)e’=1=y=fO0)+f(0)(z—-0)=0+1-2=0=—y=21

Problema 1.3 Consideremos las matrices:

O = O
N O =
<
S
Il
—_
|
—_
—_

1
A=11
0

1. Hallar, si es posible A~y B~%.

2. Hallar el determinante de A - B?13 . A siendo A? la matriz traspuesta de A.

3. Calcular la matrix X que satisface AX — B = AB.




Un cdlculo sencillo muestra que |A| = 2 y |B| = 0, luego la matriz A tiene inversa y la B
no. Calculemos la inversa de A:

110 2 0 —1 (2 0 -1
Al=10 1 0] = A"=|-2 2 1 :>A*1:§ -2 2
10 2 0 0 1 0 0 1

Para la segunda parte:
A B Al = |A] - [BY] | 4] = |A] - [B® - |4 = |A]-0- |A" = 0
Por 1ultimo, despejemos X:
AX —-B=AB=— AX =B+ AB
Multiplicamos por A~! a la izquierda en la tltima expresion:

X=A'"B+AB)=A"'B+A'"AB=A"'B+B=(A"'+1)-B

es decir:
1 0 —3 100 -1 1 1 -2 2 5
X=|[-11 F]+|010 1 -1 1 ) ={cdleulos}=[3 -3 3
0 0 3 001 0 0 -1 0o o0 -3

Problema 1.4 Consideremos el plano 7 =2x +y + 3z — 6 = 0.

1. Calcular el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano 7 con los
ejes coordenados.

2. Hallar el volumen del tetraedro determinado por el plano 7 y los planos coordenados.

El punto de corte P de m con el eje X se obtiene resolviendo el sistema:

20 +y+32—6=0)

y=0p, = 2x=3= P(3,0,0)

z=0])

El punto de corte () de w con el eje Y se obtiene resolviendo el sistema:
2w4+y+32—6=0)

r=0,=1y=6= Q(0,6,0)

z=0)

El punto de corte R de 7 con el eje Z se obtiene resolviendo el sistema:
2r4+y+32—6=0

r=0), = 2=2= R(0,0,2)

y=0)

La superficie del tridngulo es S = %||1@ A ﬁH Como 1@ = (-3,6,0), PR — (—3,0,2),
tenemos:
[ ]

FOAFR = |-

= (12,6,18) = 6(2,1,3)

o O e
N O e
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Luego

PO APR|| =6-1/(2,1,3)]| = 6v/22 + 12 1 32 = 6v/14
y finalmente

S—%ﬂ—?)\/ﬁ

Los vértices del tetraedro son O(0,0,0), P, @ y R. Aplicando la férmula del volumen V:

1111
10 300
V_60060
000 2

Como es el determinante de una matriz diagonal resulta:

1
V=-.3.6-2=6
6

Veamos una segunda forma de hacer la segunda parte. El volumen de cualquier piramide
(en particular, el tetraedro) es:

1 ,
V= 3 (Area base) x altura

El area de la base la hemos calculado en el apartado primero, y la altura es la distancia del
punto O a 7, es decir:

2. 0 —
altura = d(O, ) = 2:0+40+3-0-6 _ 0
VE T2+ 32 V14

Por consiguiente:

1 6
V==:-3/14- — =6
3 V14
2. Opcién B
., . 2lnx .
Problema 2.1 Sea f : ]0,+o0o[ — R la funcién definida por f(x) = ——, siendo In el
x

logaritmo neperiano.

1. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f
(abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

2. Estudiar y determinar las asintotas de la grafica de f.

Derivando y simplificando:
1—2Inx
f /(l‘) = QT

El factor a® es positivo pues x > 0, luego f crece cuando 1 —2Inz > 0, y de aqui:

1
1>21nx:>§>lnx:>el/2>elnx:x:>x<el/2



es decir, f crece en ]0, e'/?[. Andlogamente, f decrece en Je'/2, +oo[. En consecuencia, rq = e'/2
es un maximo relativo (ya que f crece a la izquierda y decrece a la derecha de x() de valor:

o1/2) 21n(e'/?) _ 1
f( ) (61/2)2

e
Para la segunda parte:
2lnzx In0 —00
) = |{ = - —_— = - —_— = o | — . = —
f(0%) = %ﬁ) = 2 02 2 0 2 (—00) - (+00) 00

luego x = 0 es una asintota vertical. Como la funcién es continua en su dominio, no existen
mas asintotas verticales. Finalmente:

, . Inz 00 - .1
Jim f(x)=2 lin == {0} = {UHopital} =2 lm_ o= = lim =0

luego y = 0 es una asintota horizontal cuando x — +o00.

Problema 2.2 Sea g : R — R la funcién definida por g(z) = —2? + 62 — 5.
1. Hallar la ecuacién de la recta normal a la grafica de g en el punto de abscisa z = 4.

2. Esbozar el recinto limitado por la grafica de g y la recta © — 2y 4+ 2 = 0. Calcular el area
de este recinto.

La recta normal en z = 4 es:

y=g4)— r—4
Como g(4) = —4>+6-4—-5=3y ¢ (z) = —22+6 = ¢'(4) = —2-4+ 6 = —2. Por tanto, la
recta normal es:

y:3—i2(x—4) :3—{—%(35—4) = {simplificando} =z -2y +2 =10
que es precisamente la recta del apartado segundo.

La grafica de g es una parabola, por consiguiente, conociendo los cortes, el vértice y la
concavidad o convexidad es suficiente. Comencemos con los cortes, para r = 0 = y = —5,
luego la pardbola corta al eje Y en el punto (0, —5). Al revés, siy = 0 = —a2? + 62 — 5 =
0= 22—6x+5=0,luego v = 1 6 x = 5, por lo cual, la pardbola corta al eje X en los puntos
(1,0) y (5,0). Ahora el vértice:

Jr)=-20+6= —22+6=0=12=3

Como ¢"(z) = =2 < 0, g es céncava y x = 3 es un maximo de valor g(3) = 4, luego el vértice
es V(3,4).

. T+ 2 -
Expresamos la recta normal z — 2y + 2 = 0 en forma explicita: y = ——. Para dibujarla,

con dos puntos es suficiente. Uno de ellos es el punto de contacto (4,3) y el otro, por ejemplo
(0,1). Por dltimo, hemos de averiguar los cortes de la parabola con la recta. Resolviendo el
sistema:
y=—1°+6x—5
x4+ 2 — 2?4+ 62 —5=
2

Esta es una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones son x = %, 4. En fin, el esbozo pedido
es (recta normal en rojo y parabola en verde):

z+2
2

Y



El recinto del que nos piden el area S es simple, por lo cual:

4 4 3 2 4
2 11 11
g = S S W da::/ 2?2 =6 de= |- 6| =
3 2 3 2 3 4

(SIS

125
48

Problema 2.3 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2 — 4y + 6z = 6
my + 2z = m+1
—3r + 6y — 3mz = =9

1. Discutir el sistema segtin los valores del parametro m.

2. Resolverlo para m = 3. Para dicho valor de m, calcular, si es posible, una solucién en la
que y = 0.

Simplificamos, dividiendo la primera ecuacién por 2 y la tercera por —3. Las matrices de
los coeficientes y ampliada del sistema equivalente resultante son:

1 -2 3 1 -2 3 : 3
A=10 m 2], A=lo m 2 ¢ m+1
I =2m 1 -2 m ¢ 3

Los puntos verticales muestran la separacién entre la matriz de los coeficientes y la ampliada.
Desarrollando, resulta: |A| = m? — 3m = m(m — 3), luego

|A|=0<=m=0,3

6



Por tanto:

» Sim # 0,3 = |A| # 0 = r(A) = 3. La matriz ampliada también tiene rango 3, y el
numero de incégnitas también es 3. En definitiva, el sistema es de Cramer, y tiene por
tanto solucién tnica.

» Param =0, es |A| =0, luego r(A) < 3. La matriz ampliada es

Para el calculo de los rangos, vamos a utilizar la reduccién gaussiana, y para ello,
recordamos las operaciones elementales de fila:

1. Cj; = cambiar las filas 1, j.

2. M;(k) = multiplicar la fila ¢ por el nimero k # 0.

3. S;j(k) = sumar a la fila i la fila j multiplicada por el nimero k.

1 -2 313 1 -2 3 i3
A=10 0 2 1|={SuD}= 10 0 2 1| =
1 -2 0 : 3 0 0 -3 :0

, , 1 -2 3
{M2(§),M3(—§)}:> 0 0 1 3 = {S52(—-1)} =
0 0 1:0
1 -2 3 3
0 0 1 :
o0 0: -1

luego r(A) = 2, r(A") = 3, y el sistema es incompatible.

» Para m = 3, es |A| =0, luego r(A) < 3. La matriz ampliada es

1 -2 3 3
A=10 3 2 4
1 -2 3 3

No es ahora necesario utilizar la reduccién gaussiana. La tercera fila es idéntica a la
primera. Eliminamos aquella, luego r(A) = 2, r(A’) = 2, y el sistema es compatible con
infinitas soluciones dependientes de 1 pardmetro. Con la ultima matriz, el sistema queda
como x — 2y + 3z = 3, 3y + 22 = 4. Llamando y = 2¢, resulta:

r=-3+13t
y =2t
z=2-—23t



Por tltimo, utilizando la parametrizacién anterior, como ha de ser y = 0 =t = 0, luego
r=-34+13-0=-3, 2=2-3-0=2

luego r = -3,y =0, 2 = 2.

Problema 2.4 Consideremos los puntos A(1,0,2), B(—1,3,1), C(2,1,2) y D(1,0,4).

1. Hallar la ecuaciéon del plano 7 que contiene a A, By C.

2. Hallar el punto simétrico de D respecto del plano x —y — 52z +9 = 0.

Los vectores directores de 7 son:
7= AB=(-2,3,—1), #=AC = (1,1,0)
Tomando, por ejemplo, el punto A, la ecuacién de 7 es:

r—1 vy z2—-2
r=|-2 3 —-1|=2—y—52+9=0
1 1 0

que es el plano del apartado segundo.
Sea r la recta perpendicular a m que pasa por D,y M el punto de corte de r con 7 (ver
figura):

D/

El vector 77 = (1, —1, —5) formado con los coeficientes de la z,y, z de 7 es perpendicular a
7, v por tanto, director de r. Las paramétricas de r son por tanto:

r=1+1t
r=qy=-—t
z=4— 5t



Para calcular M, sustituimos estas paramétricas en 7, luego:

( 37

r=—=

27
10 10
l4t+t—5(4d-5)+9=0—=t= — — -
+t+ (( )+ 5 y >

58

Z=—

\ 27

luego M (g—;, —%, %) Por dltimo, M es el punto medio del segmento DD’. Si es D'(a, b, ¢), por
las férmulas del punto medio, tenemos:

(a+1 37 ) (4T )
2 27 “= o7
b0 _ 10 _ J, 20
2 27 27
c+4 58 C_g

L2 27 ) L 27 )

47 20 8

luego el punto simétrico pedido es D’ (ﬁ, 57 27).



