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Problema 1 Sea la funcién f : |0, +oo[ — R definida por f(x) = In(x), donde In denota la
funcién logaritmo neperiano y los puntos de su gréfica A(1,0) y B(e, 1).

1. Determinar, si existen, los puntos de la gréifica de f en los que la recta tangente a la
grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.

2. Determinar la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en el punto A.

La pendiente de la recta que pasa por dos puntos P(xo, %), Q(z1,y1) €s

Y1 — Yo
m =
X1 — Xo

luego, la pendiente de la recta que pasa por Ay B es

_1-0 1
m_e—l_e—l

Como dos rectas paralelas tienen la misma pendiente y la derivada de una funcién en un punto

1
es la pendiente de la recta tangente, hemos de resolver la ecuacién f'(x) = m. En fin, f'(z) = —,
T

luego
1 1
:c:e—l:>x:€_1:>f(€_1):1n<6_1)

En otras palabras, el punto (e —1,In(e — 1)) es el unico que responde a la cuestion.
Para la segunda parte, la recta normal a una curva en un punto x, es

Zo 1
_ 1 _ ) f(z0) =0 _ _
y = f(zo) (2 (z — x0) =0—-1l(z—-1)=1—2z
Pwo) g L1,

es decir, y =1 — .

Problema 2 Consideremos la funcién continua f definida por

TCOST —asenx

fz) = a?

bcosx — 1, siz >0

, stz <0

Calcular a y b.




Como f es continua, ha de ser f(07) = f(07). Ahora bien

) —1f =1 — = — = = = —
f(O)—:lcgr[l)f(x)—glg%(bcosx 1) =bcos0—1={cos0=1}=b—-1

>0 >0

Por otro lado

_ , . xcosr—asenz [0 . . B
f(0 )—}jli%f(l‘)—ili% p = {6} = {L’Hopital} =
<0 <0
, cosx —xsenr —acosr l1l—a
= lim =
z—0 32 0
<0

Si a # 1, el limite anterior es infinito, lo que es imposible ya que la funcién es continua en el
punto x = 0. Asi pues, ha de ser a = 1, con lo que

B . COST — XSenx —cosT ., —ISenT 1. senx 1
f(07) =lim =lim—— = —=1lim =—-
z—0 3x2 z—0 3z 3250 2 3

<0 <0 <0

SN 1. En fin

ya que es sabido que lim,_,

1 1 2
b—l=—c=b=1—=-="2
3 3 3

2
Concluyendo, a =1, b = —.

3

3+ 2
x2—1’

Problema 3 Consideremos la funcién f definida por f(x) = para x # +1. Calcular

una primitiva de f cuya gréafica pase por el punto (0, 1).

Haciendo la divisién polinémica con resto entre el dividendo D(x) = 23 + 2 y el divisor d(z) =
r? — 1 obtenemos un cociente ¢(z) = x y un resto r(z) = x + 2, y por tanto

f(a) x4+ 2 +:c+2 N z+2
xXr) = =T —_— =X
2?2 —1 2?2 —1 (x —1)(z+1)
En fin
r+2 A N B Alx+1)+B(x—1)
(z—D(x+1) -1 z+1  (z—D(@+1)
luego
x:1:>2A:3:>A:§
Alx+1)+Blz—-1)=x+2= 2
r=—-1= -2B=1= B=—=
luego

1 1 1 2 1
F(:E):/f(:p)dm:/(x+§-———- )d$:%+;1n|m—1|—§ln|x—l—1|+0



Ahora bien, ha de ser

2 3 1
1:F(O):C:>F(x):%+§ln]:ﬂ—1\—§ln]m+1]+1

Problema 4 Hallar la funcién f : R — R tal que f”(z) = xcosx y cuya gréfica pasa por
los puntos (O, g) y (m,2m).

Como f"(z) = zcosz = f'(z) = [xcosxzdr. Aplicamos la férmula de la integracién por
partes

Por tanto
(u(z) =z )
v'(z) = cosx
/xcos:r: , :xsenx—/senxdx:xsenx—l—cosx—i—C’l
v(xz) = [ V'(z)dr =senzx
ku/(x) =1 Y,

y como f(z) = [ f'(x)dx, es

f(z) = /(m sen x-+cos x—i—C’l) dr = /xsenxdw+/ cosxdx—i—/ Cidx = /xsenxdm+sen z+Ciz+Cy

Otra vez
(u(x) =x )
v'(x) = senx
/xsenav: , :—:ccosx—i-/cos:cdx:—xcosx—i-sen:c
v(x) = [ V'(x)der = —cosx
\ul(m) =1 ),

Recopilando resultados:
f(z) = —xcosz +2senz + Ciz + Cy

Hemos de determiunar C y Cs. Las condiciones iniciales son
g = f(0) = —0cos0+2sen0+ C; - 0+ Cy = Cy = g

La segunda

cosm = —1 3
27T:f(7T):—7TCOS7T+QSQH7T+017T+E: m :7T+Cl7r+ﬁ:—ﬂ+7r01
2 senm =0 2 2

Es decir 3 1
o — g + 10y = {simplificando} — C; = 5

En definitiva
X+

2

f(x) = —xcosx + 2senx +



1 1/8 1/8
Problema 5 Consideremos la matriz A= |0 1 0
0 0 1

1. Calcular A20%4,

2. Hallar la matriz X, si es posible, que verifica A2X A+ 1 = O, donde I y O son la matriz
identidad y la matriz nula de orden 3, respectivamente.

Tenemos que

1 1/8 1/8 1 1/8 1/8 1 2/8 2/8
A2=A-A=[0 1 o ])-{0 1 o0o]=]l0 1 o0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Otra vez
1 1/8 1/8 1 2/8 2/8 1 3/8 3/8
AB=A4-A2%=(0 1 o0oJ|-lo 1 o]=]0 1 o0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
luego, parece que
1 n/8 n/8
A"=(0 1 0 (1)
0 0 1

Demostremos (1) por induccién
todo entero < n. Entonces

1 1/8 1/8 1 n/8 n/8 I (n+1)/8 (n+1)/8
At =A.A"=10 1 0 |-|l0 1 0 |l=10 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

luego, por el principio de induccién, (1) es cierta ¥n € N. Con estos conocimientos, la parte
primera es trivial, pues

1 2024/8 2024/8 1 253 253
A% — | 1 0 =10 1 0
0 0 1 0 0 1

Por la regla de Sarrus, es sencillo comprobar a partir de (1) que |A™| = 1, para todo n € N,
luego A™ tiene inversa para todo n € N. Ademas

1 n/8 n/8 1 —n/8 —n/8 1 00
A" ATP =10 1 0 ]-1(0 1 0 =101 0| =1
0 O 1 0 0 1 0 01
es decir
(An)~h=A (2)

En fin, veamos ya la segunda parte. De A2XA + 1 = O = A?2XA = —I. Multiplicando

por A~? a la izquierda, obtenemos XA = —A~2, y multiplicando por A a la derecha es X =
—A72. A7 = — A3 es decir

1 —3/8 —3/8
X=-(0 1 0
0 0 1




Damos aqui el problema por acabado. Lo que sigue es para alumnos avanzados.
Sea a € R cualquier nimero real, y para cada uno de estos a, consideremos la matriz

1
M(a)= 10
0

O = Q
— O

Sea también
M ={M(a) | a € R}
el conjunto de estas matrices.
Nuestro problema es un caso particular, en concreto, para a = 1/8. Tenemos

1 a a 1 b b 1 b+a b+a
M(a)-M(Bb)=10 1 0 01 0]=10 1 0 = M(a+0)
0 01 0 01 0 0 1
Destacamos este resultado
M(a) - M(b) = M(a+b) (3)

es decir, la multiplicaciéon es cerrada en M, en otras palabras, es una ley de composicién
interna. Obviamente

y por tanto
M(a) - M(—a) = M(a+ (—a)) = M(0) =1
luego M(a) es inversible para todo a € Ry
[M(a)] ™" = M(~a)
También
M(a) - M(b) = M(a+b) = M(b+a) = M(b) - M(a)
es decir, la multiplicacién en M es conmutativa.
Todas estas propiedades pueden resumirse diciendo que M es un grupo abeliano mul-

tiplicativo.
Finalmente, en (3) tomamos b = a,

Otra vez
M (3a) = M(2a) - M(a) = (M(a))
y por inducciéon
vn € N= M(na) = (M(a))"

Problema 6 Consideremos el sistema

yt+z=1
(k=1Dz+y+z=k
r+k—-1y+2=0

1. Discutir el sistema segun los valores de k.

2. Para k = 1 resolver el sistema, si es posible. jHay alguna solucién en la que y = 07. En
caso afirmativo, calcularla. En caso negativo, justifica la respuesta.

b}



Sean

0 1 1
A=1k—-1 1 11, n=3
1 k—1 1

la matriz de los coeficientes y el nimero de incégnitas, respectivamente, del sistema. Desarro-
llando por la regla de Sarrus

A=k —-12+1-1-(k—1)=k-12* (k-1 =Ck-D[k—-1)—-1] = (k—1)(k —2)

y por tanto
Al=0<=k=1,2

En fin, tenemos los siguientes casos

» k#1,2=|A| # 0= r(A) = 3 (r(X) denota el rango de la matriz X ). Obviamente,
r(A’) = 3, siendo A’ la matriz ampliada del sistema

0 1 11
A=[k-1 1 1 k
1 k—1 1 0

Luego r(A) = r(A’) = n. En este caso el sistema es de Cramer, y tiene por tanto,
solucién unica.

» k= 1. La matriz ampliada del sistema es

A =

_ o O

1 11
1 11
010

Las filas primera y segunda son idénticas. Eliminamos la primera, con lo que la matriz

resultante es
0111
(1 0 1 0) (4)

que es de rango 2. Como n = 3, el sistema es compatible con infinitas soluciones
dependientes de n — r = 3 — 2 = 1 parametro.

» k = 2. La matriz ampliada ahora es

011
A=1[111
1 11

O N =

Para la discusion del sistema vamos a utilizar la reduccion gaussiana con la matriz
ampliada, y para ello, recordamos las operaciones elementales de fila:

1. C;; = cambiar las filas 1, j.

2. M;(k) = multiplicar la fila ¢ por el nimero k # 0.

3. S;j(k) = sumar a la fila i la fila j multiplicada por el nimero k.



Tenemos

111 2
000 =2

— = O

11
11
11

SN =

1 11
- {012} — |0 1 1
1 11

S = N

Nos convencemos de que 7(A) = 2 (por la fila de ceros en la matriz de los coeficientes),
mientras que 7(A’) = 3, ya que el vector cero no aparece en la ampliada, y por tanto, en
este caso, el sistema es incompatible.

Veamos la segunda parte. Para k = 1, por (4), el sistema queda como
y+z=1 y=1l—z=1+1
— {z = -t} =
r+2=0 T=t

es decir
r=t y=1+t, z=—t, t€R

que es la solucién que nos piden. Ademas
y=0=14t=0—=t=—-1=zar=-1,2=1
con lo que la respuesta es afirmativa, concretamente

r=—-1,y=0, z=1

Problema 7 Hallar

rT—2y+z2=2

1. El punto simétrico de P(2,2,1) respecto de la recta r = { )
y—z=

2. El punto simétrico de Q(1, —1,—3) respecto del plano m =z — 2y + 2+ 6 =0

Parametrizamos r:

r=3+t
rT—=2y+z2=2
r= = {y=t}=qy=t
y—z=1
z=—1+t

Un vector director de r es @ = (1,1,1). Sea P'(a,b,c) el punto simétrico de Py M el punto
medio del segmento PP’ (ver figura):




Como M € r;es M(3+t,t,—1+t) para un cierto t. Por otro lado:

e e
PM=M-P=@B+ttt-1)—(2,21)=t+1,t—-2¢t—-2) Li=> PM -d@=0

o bien
(t+1,t—2t—2)-(L1L,1)=0=t+14t+2+41-2=0=1=1
y por tanto M (4,1,0). El punto M es el punto medio del segmento PP’, luego

a—|—2:4 b+2:1 c+1

2 72 2

=0=a=6,b=0, c=—1= P'(6,0,—1)

En conclusion

P'(6,0,—1)

Para la segunda parte, observemos la siguiente figura

1Q

° Q/

Sea r la recta perpendicular a m que pasa por . El vector 77 = (1, —2,1) formado por los
coeficientes que acompanan a las x, y, z del plano 7 es, segiin se sabe por la teoria, perpendicular
a m, y por tanto, un vector director de r, con lo cual

Sustituyendo estos valores en 7 determinamos M. Asi pues

Thy—2=2=1+4+t-2(-1-2) -3+t+6=0=6t+6=0=1t=—1

luego
r=1+1
y=-1-2t) = {t=—-1} = M(0,1,—4)
z=-3+t



Finalmente, sea @)'(a, b, ¢) el punto simétrico que vamos buscando. Como M es el punto medio
del segmento QQ)’, tenemos
a+1 — b—1 c—3

;=0 —— =1 =—4=qaq=-1,b=3, c=-5

y por consiguiente, '(—1,3, —5) es el simétrico que nos han pedido.

Problema 8 Consideremos las rectas

y=0 r+y+7=0
r= y s =
20 —2=0 z=0

1. Estudiar la posicion relativa de r y s.

2. Calcular la ecuacion del plano paralelo a r y s que equidista de ambas rectas.

Es conveniente tener las rectas en formas paramétrica y punto-(vector director). Para ello

r=1
TE{ v= }=>{a::t}=> y=0 E{P(O’O’O)

u=(1,0,2
z =2t ( )

También

r+y+7=0
5=
z=0

r=-7T+t
} =ty = {y=—t t= {?S&Oﬁ{ .

Sabemos, por la teoria, que la posicion relativa de r y s queda determinada por el rango de la

matriz
PO 70 0
A=l a |=|1 0 2| = {regladeSarrus} = |A|=—-14#0
v

1 -1 0

luego rango(A) = 3, con lo que las rectas se cruzan.
Para la segunda parte, sea 7 el plano pedido y 77 el vector normal a dicho plano. Como r || 7
y s || m, es i =uAU, es decir

luego m = 2x + 2y — 2z + k = 0, siendo k una constante que hemos de calcular.
Si una recta es paralela a un plano, la distancia de la recta al plano es la distancia de
cualquier punto de dicha recta al plano. Asi pues

d(r,m) = d(P,7) k] _ IH

T VErZE (R 3
Anélogamente
— 14
s, m) = (@) = =N



Por el enunciado " 14
— 14+
= e = k14

y tenemos dos posibilidades
k =k —14 = 0 = —14, absurdo

o bien
k=—(k-U4)=—=k=-k+l4d=2k=14= k=7

luego, el plano pedido es
T=2r+2y—2+7=0

10



