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1. Opcién A

Problema 1.1 Sabiendo que

1 1) —
| — lim n(x + 1) — asenz + x cos(3x)
x—0 9;'2

es finito, calcular a y el valor del limite (In denota logaritmo neperiano).

Tenemos
- In(0+1) —asen(0) +0-cos(3-0) 0—a-0+0-1 0
a 02 a 0 0
Por la regla de L'Hopital:
1
] —acosT + cos(3x) — 3z sen(3x)
[ = lim £+
2—0 2z

Conviene simplificar éste limite. Como

lm 3z sen(3x) ~ tm 3sen(3z) _0
z—0 2x z—0 2
resulta: 1
1 — acosz + cos(3x)
== 1m 241
2 x—0 i
Por tanto:

1 1—a+1 1 2-a
2 0o 2 0
Si a # 2, entonces 2 — a # 0, con lo cual, [ se va a oo, lo que no puede ser por el enunciado.
Por tanto, ha de ser a = 2, y en consecuencia:
1
1
[ = lfm L1
2 z—0 xT

l

— 2 cosz + cos(3x)

Aplicando L’Hopital otra vez

1
2 1

m —E+ D) _ 1

s 1 271 T 2

+ 2senx — 3sen(3x)
| —

1
2



En conclusion

1
=2, l=—=
a , 5
Problema 1.2 Hallar la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica de una funcién f en el
—1)2
punto de abscisa = 1, sabiendo que f(0) =0y f'(z) = %, para x > —1.
x

La recta tangente r que nos piden es:
r=y=f0+fQ1) (z-1)

Como f'(1) = (1_21)2 =0,esr =y = f(1), luego no queda mas remedio que integrar f’ para

conocer f,y de aqui deducir f(1). En fin:
(x—12 2>—2z+1

/ o _ e e e, o o
fi(x) = P I = {divisién con resto} = x 3+x—|—1
luego
, 4 x?
flx)= [ fl(x)de = r—3+ 1 dx:?—3x+4ln(:v+1)+0, C' = constante
x
Por el enunciado:
02
0=f(0)=5 =3-0+4-I(1) +C=C = C =0

es decir
1 )
f@) =5 —3e+4l(r+1) = f(1) = 5 =3+ 42 = — +4In2

y la recta tangente es:

5
y=—§+4ln2
Problema 1.3 Consideremos las matrices:
-1 1 1 -3 3 2
A= 0 1 0|, B=|-8 7 4
-2 11 8 —6 —3

1. Hallar la matriz X que verifica AX + B = 2A.

2. Calcular B? y B*16,

Despejemos X,
AX+B=2A= AX =2A-B= X=A"1'2A-B)=2I-A"'B

1 00
siendo I/ = |0 1 0] la matriz identidad de orden 3.
0 01
El razonamiento anterior serd vélido siempre que exista A~!, lo cual serd cierto, siempre y
cuando |A| # 0. Un célculo sencillo muestra que |A| = 1. Calculemos pues, la inversa de A.

-1 0 -2 1 0 -1
Al=11 1 1 |=4"=|0 1 0 |=A" pues|Al=1
1 0 1 2 —1 —1
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Finalmente:

200 1 0 -1 -3 3 2 13 -9 =5
X=1020]—-10 1 0]-|{-8 7 4 | ={cuentas} =8 -5 —4
0 0 2 2 -1 -1 8§ —6 =3 6 -5 -1

Para la segunda parte, tenemos que:

-3 3 2 -3 3 2 1 00
B?=[-8 7 4 |-|-8 7 4 ]=1010]|=1I
8 —6 -3 8 —6 -3 00 1

luego
B2016 — (B2)1008 _ 1008 _ g

y+22=0

Problema 1.4 Consideremos el punto P(1,0,5) y la recta r = { )
T =

1. Determinar la ecuacion del plano m que pasa por P y es perpendicular a r.

2. Calcular la distancia de P a la recta r y el punto simétrico de P respecto a 7.

Parametrizamos r. Sea z = t, luego y = —2t, y por tanto:
Tr =
Q(1,0,0)
r={y=-2p=<¢
u=(0,-2,1)
z=1

Como r L 7, es © L 7. Entonces:
T=0-z—-2-y+1-z24+a=0= 2y+z2+a=0, «a=cte.
y como debe pasar por P(1,0,5):
—2.04+5+a=0=—=a=->bb=1=-"2y+2-5=0=1=2y—2+5=0

Sea M el punto de corte de r y 7, es decir, M = r N w. Calculemos M, sustituyendo las
paramétricas de r en 7:

2-(2t)—t+5=0=t=1=z=1y=-2 z2=1= M(1,-2/1)

Sea P'(a, b, c) el simétrico de P respecto a r:




En fin, la distancia de P a r es:
P(1,0,5)
e
d(P,’I”):d(P,M):HPMH: M<1’_2’1) :||(07_27_4)||:
PM = (0, -2, —4)
=1=2-(0,1,2)[[ =2-|(0,1,2)[| = 2v/5
Por ultimo, como M es el punto medio del segmento PP’, tenemos:
a+1 b c+5

7_2:_7 1=
2 2 2

1=

—a=1 b=—-4, c=-3

luego P'(1,—4,—-3).

2. Opcién B

Problema 2.1 Sea f: R — R la funcién definida por

X

[ =2

1. Estudiar y determinar las asintotas de la grafica de f. Calcular los puntos de corte de
dichas asintotas con la grafica de f.

2. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de f
(abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

3. Esbozar la gréafica de f.

Las asintotas horizontales se encuentran entre las raices del denominador, es decir, de la ecua-
cion:

2 +1=0
Como esta ecuacién no tiene solucion real, f no tiene asintotas horizontales. Tampoco tiene
oblicuas, pues, para que las tuviere, el grado del numerador deberia ser exactamente una unidad
superior al del denominador, cosa que aqui no ocurre. Por ltimo, como

. o r
e ==

la recta y = 0 es asintota horizontal. Los cortes de la curva con la asintota horizontal se obtienen
resolviendo el sistema

con lo cual, la curva corta a su asintota horizontal en O(0,0). Esto finaliza la primera parte.
Para la segunda, derivamos:
() r?—1 (x+1)(z—1)
€Tr) = — = —
(I’2 + 1)2 (12 + 1)2

Para el crecimiento de f, hemos de estudiar las variaciones de signo de f’. El factor (22 + 1)?
no cuenta, pues siempre es positivo y no nulo, asi que solo hay que concentrarse en los factores
r+ 1y x— 1. Tenemos:




—00 -1 1 +00
7 -+ -
f N\ /" N\
luego, f decrece en | — oo, —1[U]1, +o0o[ y crece en | — 1, 1[. El punto z = —1 es, por tanto, un
minimo local y = 1 un maximo local. Los valores son
-1 1

I == s

y por tanto f(1) = %, pues f es impar (f(—z) = —f(z)). Finalmente, la grafica de f es (escala
vertical aumentada):

Observemos que los extremos locales son absolutos.

Problema 2.2 Sea f : ]0,4+00[ — R la funcién dada por f(z) = Inz (In representa el
logaritmo neperiano).

1. Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

2. Esbozar el recinto comprendido entre la grafica de f, larectay = x —1 y la recta x = 3.
Calcular su area.

La recta tangente en z = 1 es:
y=fO)+f1) (z-1)
Ahora bien, f(1) =In1 =0, y como f'(z) = 1 = f(1) =1, luego
y=04+1-(z—-1)=y=a—-1

Las gréficas de f (azul), recta tangente y = x — 1 (rojo) y la recta vertical x = 3 (verde) es:




El area del recinto es:

3
S:/ (x—1—Inzx)dx
1

Previamente, integrando por partes:

u(z) =Inzx
V(z) =1 1
/lnxdx— v(z) = —mlnx—/;-xdw—
1
/ ——
\u(x)—x )
:xlnx—/1~dx:xlnx—x

Por tanto:

1

3 72 3 72 3
S:/(x—l—lnx)d:c:[——x—(xlnx—x)} :[——xlnx} =
) 2 2
)
2

—3In3 — <%—11n1) =4—-3In3

Problema 2.3 Se considera el sistema de ecuaciones lineales

Ba—1lz+2y=5—a
ar +y =2
3axr +3y=a+5

1. Discutirlo segun los valores del parametro a.

2. Resolverlo para o = 1 y determinar en dicho caso, si existe alguna solucién donde x = 4.

Las matrices de los coeficientes y ampliada del sistema son:

3a—1 2 3a—1 2 5—«
A= o 1], A = a 1 2
3a 3 3a 3 a+5d



Como la matriz ampliada es cuadrada, comenzamos el estudio por ella. Desarrollando, obtene-
mos:
|A'| = (o = 1)%, luego, |[A|=0+=a=1

Por tanto:

» Sia# 1= |A'| #0, luego r(A’) = 3, y para la de los coeficientes:
r(A) < min(nimero de filas de A, nimero de columnas de A) = min(3,2) = 2

con lo que el sistema es incompatible, pues nunca podra ocurrir que r(A) = r(A").

» Si =1, la matriz A’ queda como:

A =

W = N
W N
SN~

La primera fila es el doble de la segunda, y la tercera es el triple de la segunda. Eliminamos
pues, primera y tercera, y por tanto:

r=r(A) =r(A") =1, n = nimero de incdgnitas = 2

con lo cual, el sistema es compatible con infinitas soluciones dependientes de n — r =
2 — 1 =1 parametros. Queda como

T+y=2

Sillamamos = = ¢, resulta y = 2—¢. Por ultimo, si tomamos z =t =4 — y = 2—4 = —2.

Problema 2.4 Consideremos las rectas r y s dadas por

r=142\
x4+ 2y=—-1
r=<y=1-—2A\ y s =
z=—1
z=1

1. Comprobar que ambas rectas son coplanarias y hallar la ecuacion del plano que
las contiene.

2. Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estdn en las rectas r y s, calcular
su area.

Expresemos ambas rectas en forma punto-vector. tenemos

(Pa,1,1)
"“Yi=@-10)

Si en s, hacemos y = t, resulta:

r=-—1-—2t
Q<_1707_1>
s=qy=t E{U }

z=—1



Los vectores directores @ y ¢ de ambas rectas son dependientes, ya que v = —u, luego las
rectas son mas que coplanarias, en concreto, son paralelas. Sea 7 el plano que las contiene.

Como punto de 7, elegimos P. Un vector director de 7 es i, y el otro es w = QP = (2,1, 2).
Por tanto:
r—1 y—1 2—-1
T=1] 2 -1 0 |=0
2 1 2

Desarrollando y simplificando, obtenemos
T=x+2y—2z—-1=0

Para la segunda parte, el lado [ del cuadrado es la distancia entre las dos rectas paralelas
Ty s:

Evidentemente [ = d(r,s) = d(P, s). Aplicando la férmula de la distancia de un punto a

una recta
_1IPG A

=P =g
En fin:
[ ] [ ] [ ]
POAT=|-2 —1 —2|=(2,4,—4)
-2 1 0
luego

PO AT = |24, —4)|| = 12 (1,2, -2)|| =2+ [|(1,2, ~2)|| = 2V/9 = 6

y como ||7]| = v/5, finalmente

2
[ = — 4rea del cuadrado = [? = ( 0 ) = %

V5

Sl



