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1. Opcién A

Problema 1.1 Sea f: R — R, definida por f(x) = 23 + az? + bz + c.

1. Hallar a, b y ¢ para que la grafica de f tenga un punto de inflexién de abscisa x = % y
que la recta tangente en el punto de abscisa x = 0 tenga por ecuacién y = 5 — 6.
2. Paraa = 3,b = -9y c = 8, calcular los extremos relativos de f (abscisas donde se

obtienen y valores que se alcanzan).

Como = = % es un punto de inflexién, es f” (%) = 0. Sea y = g(x) = 5 — 6z, la recta tangente
de f en x = 0. La funcién ¢ tiene un contacto de primer orden con f (por ser recta tangente),
lo que quiere decir que f(0) = ¢(0) y f'(0) = ¢’(0). En fin:

g(0)=5—-6-0=5= f(0)=5=5=0"+a-0*+b-0+c=c=c=5
Como ¢'(z) = =6 = ¢'(0) = —6, luego f’(0) = —6, por tanto:
fl(x)=32*+2ar +b= —6=f(0)=3-0+2a-0+b=b= b= —6
Derivando otra vez, es f”(x) = 6x + 2a, luego

1 1 3

Por consiguiente:

3
a=-3, b=-6,c=5

Para la segunda parte es f(z) = 2 + 322 — 9x + 8. Derivamos, f'(z) = 3(z* + 2z — 3), luego
P42 -3=0=12=-3,1

En fin, tenemos dos candidatos a extremos. Derivamos otra vez, f”(z) = 6(z + 1). Como
f"(=3) = =12 < 0, z = —3 es un maximo de valor f(—3) = 35. Como f"(1) =12> 0,z =1
es un minimo de valor f(1) = 3. En conclusién, el punto (1,3) es un minimo local y (—3, 35)
un maximo local.



Problema 1.2 Sean f,g: R — R, las funciones definidas como:

_ =] _ 1
1. Esbozar las graficas de f y g sobre los mismos ejes y calcular los puntos de corte entre
ambas graficas.

2. Calcular el érea del recinto limitado por las gréficas de f y g.

Tanto f como g son pares. En efecto:

e (R

5 b3 =g(z)
Luego podemos suponer que x > 0, con lo cual f queda como f(x) = x/2. La gréafica de f

es una recta, y para dibujarla, con dos puntos es suciente, en concreto (0,0) y (2,1). Como
2x

g (z) = —(1+—2)2 = ¢'(x) < 0 paraz > 0, luego g es decreciente. Ademads g(x) > 0, y como:
x
1i (x) 1t ! 0
im ¢g(z) = lim =
:r%Jroog z—+oo | + 1’2

la recta y = 0 es una asintota horizontal para g cuando x — 4o00. Simetrizando respecto al eje
Y, tenemos (gréficas y recinto, curva en azul y recta en rojo):

| i i
I 1 1

Los puntos de corte de ambas curvas se obtienen resolviendo el sistema:

— Pt tr=2=234+2r-2=0

x
2 1+2?
Una raiz de ésta ecuacién cubica se ve a simple vista que es x = 1. Por la regla de Ruffini, es

P rr—2=(@—-1)(2*+z+2)
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y la ecuacién 22 + x + 2 = 0 no tiene soluciones reales puesto que su discriminante es negativo.
En conclusién, el punto de corte de ambas curvas es (17 %), y por simetria (—1, %)
Por 1ltimo, el area pedida es:

1 271
1 1 1 -1
522/ ~ ) dr =2 arctgm—x— =2(arctgl — - ) =2 T_Z T
o \1+2%2 2 41, 4 4 4 2

Problema 1.3 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

rT+2y—32=3
20 +3y+z2=5

1. Calcular a@ de manera que al anadir una tercera ecuacion de la forma ax +y — 72 = 1,
el sistema resultante tenga las mismas soluciones que el original.

2. Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las incégnitas
sea 4.

Hagamoslo por vectores. La pregunta formulada en la primera parte es equivalente a decir que
el vector (o, 1,—7,1) es una combinacién lineal de (1,2, —3,3) y (2,3, 1,5), luego:

(o, 1,=7,1) = X\(1,2,-3,3) + u(2,3,1,5)
Desglosando por coordenadas, obtenemos el sistema:
A2u=a, 2AX+3u=1, =3A\+pu=-7, 32 +5u=1

Resolvamos el sistema utilizando las dos ultimas ecuaciones. Suméandolas 6y = —6 = u = —1,
sustituyendo este valor en la tercera, por ejemplo, obtenemos A = 2. Estos valores de A y u
deben satisfacer las dos que no hemos utilizado, es decir, la primera y la segunda. Es sencillo
comprobar que se satisface en la segunda, y finalmente, sustituyendo en la primera, obtenemos

a=A+2u=2+2-(-1)=2-2=0

es decir, o = 0, que es la respuesta al primer apartado.
Para la segunda parte, la nueva ecuacién es x +y -+ 2z = 4, con lo que el sistema queda como:

r+2y—32=3
20 +3y+2=95

r+y+z=4
La matriz ampliada es

12 -3 3

23 1 5

11 1 4

Para resolverlo, vamos a utilizar la reduccion gaussiana, y para ello, recordamos las opera-
ciones elementales de fila:

1. Cj; = cambiar las filas 4, j.

2. M;(k) = multiplicar la fila ¢ por el nimero k # 0.
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3. S;j(k) = sumar a la fila i la fila j multiplicada por el nimero k.

En fin:
1 2 -3 3 1 2 -3 3
2 3 1 5 :{821(—2),831(—1)}: 0 —1 7T 1] =
11 1 4 0 -1 4 1
1 2 -3 3
- {532(—1)} = |0 -1 7 -1
0 0 -3 2

con lo que nuestro sistema original se ha convertido en el siguiente sistema escalonado:

r+2y—32=3

—y+T7z=—
-3z =2
., 2 .
De la tercera ecuacién, obtenemos z = -3 Sustituyendo este valor en la segunda, resulta
11 5
Yy = 3 y sustituyendo estos dos en la primera sale x = 3 Resumiendo:
25 11 2
€r = — = —— = ——
30 YT Ty 3

Problema 1.4 Consideremos la recta r que pasa por los puntos A(1,0,—1) y B(—1,1,0).

1. Hallar la ecuacién de la recta s paralela a r que pasa por C(—2,3,2).

2. Calcular la distancia de r a s.

Un vector director de r es @ = /@ = (—2,1,1), que también es director de s por ser r || s. La
ecuacion de s es por tanto:
r+2 y—-3 =z-2

-2 1 1
Veamos ahora la segunda parte. La distancia entre ambas rectas d(r, s), es, o bien d(A,s) o
d(B, s). Elegimos la primera. Sabemos, por la teoria, que:

S

d(A,s) - (1)
14|
Como ﬁ —3,3,3) = 3(—1,1,1), entonces:
[ ] e o
ACAT=3|-1 1 1|=3(0,-1,1) = ||[AC A T|| = 3\/0? - (—1)? + 12 = 3V2
-2 11

y como ||| = 1/(—2)% + 12 + 12 = /6, obtenemos finalmente:

2
d(r,s) = —\/_ — {racionalizando y simplificando} = v/3
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Aqui damos el problema por acabado. No obstante, este segundo apartado lo vamos a
hacer de otra forma. Suponemos que la férmula (1) se nos ha olvidado, lo cual es muy normal,
y se trata de buscar otros método para cuando se presenten los olvidos.

Tal y como se explica en las clases de teoria, la distancia de un punto fijo A a una recta s,
es el minimo de la distancia del punto A a cualquier punto de la recta s. Una parametrizacién
de s es:

42 3 9 v=—2-2

x Y — z—

9 1 1 y=o+
z2=2+t

Un punto cualquiera de la recta s, es por tanto, X (—2 — 2t,3 +t,2 + t), luego

AX = (26— 3,4 +3,t+3) = d(A, X) = ||AX|| = /(2L + 3)2 + 2(¢ + 3)% = V/6IZ 1 24% 1 27

y la funcién a minimizar es

D(t) = V6% + 24t + 27 (2)

Minimizar D es lo mismo que minimizar F(t) = D*(t) = 6t* + 24t + 27. Asi pues:
Fl(t) =12t + 24 = 12t + 24 = 0 =t = —2

Como ademéds F"(t) = 12 > 0, t = —2 es un minimo. Sustituyendo en (2):

D(=2)=+/6-(—2)2+24-(-2)+27T =3

que es el mismo resultado obtenido anteriormente.

2. Opcién B

Problema 2.1 Se desea construir un depdsito en forma de colindro recto, con base circular
y sin tapadera, que tenga una capacidad de 125m3. Hallar el radio de la base y la altura que
debe tener el depdsito para que la superficie sea minima.

Sea x el radio de la base del cilindro e y su altura. Como la base de arriba no cuenta, la funcién
S a minimizar es el area lateral mas el area de la tapa inferior, es decir:

S = 2rxy + o’

El volumen es V = mz?y , luego la ecuacién de condicién es

125

Tty =125 =y = —
T

Sustituyendo en S:
125 5 250 9

S=2rr. — +7mr°=—+7T
T x
R . , 250
que es la funcién a minimizar. Derivando, S'(v) = —— + 27z, luego
x
250 250 5 125 5)
—— t2mr=0=2mr=—FF —=2"=—=01="—"F3
x x T ml/3



Derivando otra vez:

200 ) >
S"(x) = 5 T 2r = 5" (m) >0= 1= —iy3 €5 un minimo.

Sustituyendo z = =2 en (3), resulta:

125 1255
y_ﬁ,ﬂ%%_%.ﬂl/s_ﬂl/s
luego

Problema 2.2 Sea f la funcién definida por f(z) = zln(x + 1) para x > —1 (In denota el
logaritmo neperiano). Determinar la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (1,0).

Sea F(x) cualquier primitiva de f. Entonces:

(u(z) =In(z + 1))
V() ==z
F(a:):/f(x)d$:/xln(:t+1)dx:{por partes} = < v(x):% =
1
u'(z) =
\ x+1 )

2] 1 1 2
oz n(r+1) / z=

2 2 ) x4

Haciendo la divisién con resto entre 2% y x + 1, obtenemos:

x? 1 x? 1 x?
—r 14— = dr = et — ) dr = stz 41
1 TNt T /x—i—l ’ /(x +x—i—1) v=g tethtl)

Sustituyendo en F'(z) y simplificando:

(22— 1) In(z+1) 2* =
F = - 4=
(x) 5 73t C
Imponiendo la condicién F'(1) = 0:
1 1 1
—F(1)=0—=4 > _
0 (1)=0 13t C=C 1

y finalmente:

(=1 In(z+1) 2> x 1
F(z) = -+ -
() 2 17371
Problema 2.3 Consideremos las matrices:
011 1 -1 1
A=11 0 0 y B=|1 -1 0
0 01 -1 2 3
Determinar, si existe, la matriz X que verifica AX + B = A%
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Es sencillo comprobar que |A| = —1, por tanto, A tiene inversa. Entonces:

AX+B=A? = AX = A2— B = A(AX) =AY (A*—B) = X = A A2~ A™'B

es decir
X=A-A"B
No queda mas remedio que hallar la inversa de A:
010 0 -1 0 01 0
Al=|1 0 0], A*=|(-1 0 1|, A'=[10 -1
1 01 0o 0 -1 00 1
y finalmente:
011 01 0 1 -1 1 -1 2 1
X=|100})—-f10 =11 -1 0)=1-1 3
001 00 1 -1 2 3 1 -2 =2
. rTH+2y—2=3
Problema 2.4 Sea r la recta definida por
2 —y+z2=1

1. Determinar la ecuacién general del plano que contiene a r y pasa por el origen de
coordenadas.

2. Hallar unas ecuaciones paramétricas del plano que corta perpendicularmente a r en el
punto (1,1,0).

Sea 7 el plano pedido. Parametrizamos r, llamando z = t, luego

20—z=3—1
— {sumando} =y =4 — 3¢
—y+z=1—-21

Sustituyendo en la segunda resulta z = 5 — 5t, luego

T =1
P(0,4,5)
r =< y=4—3t = {en forma punto-vector} —=r =< _
u = (17 _37 _5)
z=>5-—0>5t
Como r C 7, tenemos que
P(0,4,5)
7= 0(0,0,0)
u=(1,-3,-5)

Un segundo vector director de m es v = O? = (0,4,5). Finalmente, la ecuacién general del 7
es:

r oy oz
m=|1 —3 —5|=0= {desarrollando} =5z — 5y + 4z =0
0 4 5

Veamos ahora la segunda parte. Sea o el plano pedido. Como ¢ corta perpendicularmente a r,
el vector 4 = (1, —3, —5), director de r, es normal a o, luego:

c=x—-3y—52+C=0
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Imponiendo que pase por el punto (1,1,0):
1-3+C=0—=C=2=0=2x—-3y—52+2=0

Por ultimo, llamando y = s, 2z = t, es x = 3y + 5z — 2 = 3s + 5t — 2, y, por tanto, una
parametrizacién de o es:
r=—2+435+5t

Yy=s

Q
Il

z=1



