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1. Opcién A

Problema 1.1 Sea la funcién f : R — R definida por f(z) = e*(z — 2).
1. Calcular las asintotas de f.

2. Hallar los extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) y
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

3. Determinar, si existen, los puntos de inflexién de la grafica de f.

La funcién f es continua en todo R, luego no tiene asintotas verticales. Como

lim f(z) = lim e"(x —2) = +o00-+00 =400
T——+00 T——+00

luego f no tiene asintota horizontal cuando z — +o00. Sin embargo:

{ = { & — = = — = { —Y(— — = — { y + 2 ey
rll)r—noof(x) mgr—nooe ($ 2) {l’ y} yEI—POOQ ( Y 2) ygr—ipoo ey
1 1
= {L’Hopital} = — lim —=——=0
{ oprta } yﬁlgloo ey —+00

luego y = 0, es una asintota horizontal cuando * — —oo. Es sencillo comprobar que no hay
asintotas oblicuas.

En conclusién, la tnica asintota es y = 0 cuando x — —o0.

Derivando, f'(z) = e*(z — 1). Por tanto, si x > 1 = f’(z) > 0, y por tanto, f crece en
|1, +00[. Andlogamente f decrece en | — 0o, 1], y en consecuencia, z = 1 es un minimo local de
valor f(1) = e(1 — 2) = —e. No hay ma&s extremos.

Derivando otra vez,

f"(z)=xe" = 2e"=0=2=0

luego, el tinico candidato a inflexion es z = 0. Derivando otra vez
J(@) = e (a+1) = ["(0) = 1 £0

luego x = 0 es el tinico punto de inflexién de valor f(0) = €°(0 — 2) = —2.

En conclusién: (1, —e) es un minimo local, (0, —2) es punto de inflexién. Un estudio més
detallado (que implica dibujar la gréfica y que no nos han pedido) muestra que el punto (1, —e)
es un minimo absoluto.



Problema 1.2 Sea f una funcién continua en el intervalo [2, 3] y F' una funcién primitiva de
f tal que F(2) =1y F(3) = 2. Calcular:

1. /:f(x) da

2. /2 (5f(z) — 7) dz

3. /2 (F(ZL‘))Qf(iL‘)dZL“

Por ser F' una primitiva de f, es F'(z) = f(z), luego:

| 1@ e = 1@l = FE) - FR) =2 -1 =1 1)

Anélogamente:

/2(5f(m)—7)dx:5/2 j’(a:)dm—?/2 dr={por (1)} =5-1-T[z);=5-7(3—-2) = -2

Para la tercera parte, aplicamos la férmula de la integracion por partes, en concreto:

y por consiguiente:

3 ) B 7
| F@yra e =

Para este apartado, veamos una segunda forma, mucho mas facil que la anterior. Para ello,
recordemos uno de los modelos de primitivas inmediatas:

[ st = 2 Lo
Entonces: |
/[F(]J)]Qf(x) dr = /[F(I>]2F/(x) dr — [F(;)]



Por consiguiente:

0
Problema 1.3 Sea la matriz A = | 2
1

T xR O

1. ;Para qué valores del parametro k£ no existe la inversa de la matriz A?. Justificar la

respuesta.

2. Para k = 0, resolver la ecuacién matricial (X + I) - A = A’, donde I denota la matriz
identidad y A’ la matriz traspuesta de A.

El determinante de A es |A| = 2k — 1, luego, no existe la inversa de A cuando el determinante
es cero, es decir:

1
2%k -1=0= k=

En conclusion ]
No existe A7 <= k = 3

Para la segunda parte, para k = 0 es |A| = —1, luego:

001 021 1 0 -1 -1 0 1
A=1[12 1 2], A=[010],A=[0 -1 2],At'=(0 1 -2
1 01 1 21 -1 0 0 1 0 0

Despejemos X:
X+ A=A'=X+T=A" A= X=A4"A"1-1

Por un lado

0 21 -1 0 1 1 2 —4
Al-ATP =10 1 0 0 1 =2]=(01 -2
1 21 1 0 0 02 -3
Finalmente
1 2 —4 1 00 0 2 —4
X=(01 -2]—-(01o0]=[00 —2
02 -3 00 1 0 2 —4

Problema 1.4 De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos:
A(2,-1,0), B(=2,1,0) y C(0,1,2).

1. Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendi-
cular al plano que lo contiene.

2. Hallar el area de dicho paralelogramo.

3. Calcular el vértice D.

Sea r la recta pedida. El centro M del paralelogramo es el punto medio del segmento AC', luego

240 —14+1 0+2
Mo (22 DAY 01
2 2 2




La recta r pasa por este punto. Falta un vector directg> Como 7 es perpendicular al plano que
contiene al paralelogramo, un vector director es © = BA A BC. Ahora bien:

[} [ ] [}
BA = 0), BC = (2,0,2) = BAABC = |4 —2 0| = (=4, -8,4) ~ (1,2, —1)
2 0 2

El simbolo ~ significa equivalencia, es decir, tan vector director es (—4, —8,4) como (1,2, —1).
Finalmente, la ecuacién de r es

r—1 y z-1
r= ==
1 2 —1

Para la segunda parte, el drea S del paralelogramo es:
—
S =||BAA @H = [|(=4,=8,4)||=4-||(-1,-2,1)|| =4vV1+4+1 =46
ilti CD = BA
Por tltimo, sea D(dy, ds, d3). Por ser ABC'D un paralelogramo es CD = BA = (4,-2,0), luego

dy =4
(dl,d2—17d3—2>2(4,—2,0):> d2—1:—2:>d2:—1
dz3 —2=0=d3 =2

luego D(4,—1,2).

2. Opcion B

Problema 2.1 Sabiendo que HH(I] g SenT T re es finito, calcular el valor de a y el de dicho
T—

xr2

limite.

Sea
a-senx —ze® a-sen0—0-¢° 0
[ = lim = = —
x—0 1’2 02 0

luego el limite es indeterminado para todo valor de a. Aplicamos la regla de L’Héopital:

, a-cosr—e*(x+1) 1 a-cosz—e"(z+1) 1 a—1
[ = lim = — lim ===
z—0 2x 2 2—0 xT 2 0

Este es el punto clave. Si a # 1, [ se hace infinito, lo cual no es posible por el enunciado, luego
queda claro que a = 1. Con este resultado es:

- lh’m cost —e*(x + 1) _ llim <COS$—GZ —ew) _ lh’m <cosx—e”” B 1)

2 £—0 T 2 £—0 T 2 £—0 T
Ahora bien:
, cosx —e” Sy - . —senx —e” 0
lim ——— = {L’Hopital} = im —————— = —sen0 — ¢’ = —1
z—0 €T z—0 1
Finalmente



Problema 2.2 Sea la funcién f definida por f(z) =

2
5 1,parax7é—1,1.
x —

1. Hallar una primitiva de f.

2. Calcular el valor de k para que el area del recinto limitado por el eje de abscisas y la
grafica de f en el intervalo [2, k] sea In2, donde In denota el logaritmo neperiano.

Descomponiendo f en fracciones simples:

2 1 1

f<x):x2—1:x—1_x+1

Una primitiva cualquiera F' de f es

F(x):/xildx_/xil

siendo C' una constante arbitraria.

Para la segunda parte, lo habitual es dibujar el recinto para hallar el area, aunque en este
caso no es necesario. En efecto, supongamos que = > 2, f es positiva en I = [2,+o0[, y como
fl(x) = —(3524%1)2 — f'(z) < 0 en I, luego f decrece en I. Por consiguiente, tenemos la
ecuacion:

r—1
de =In(lz —1]) —In(Jz + 1]) = In <’x—+1 > +C

/2kf(x)dx:1n2

O bien
k
x—1 E—1 1 E—1 2
1 =In2 =1 —In{=)=h2=1 =In|=
[n T+ L ! nk+1‘ n(z) ! nk+1‘ n(3)
Por tanto
k—1] 2
k+1] 3
De aqui derivamos dos posibilidades:
k—1 2 1
1= 3 — {resolviendo la ecuacién} = k = =
resultado absurdo ya que el intervalo de integracién es [2, k], luego es k > 2, y por tanto, este

valor de k£ no es posible. La segunda posibilidad es:

k—1 2
TT173 — {resolviendo la ecuacién} = k =5

En conclusién, k£ = 5.

Problema 2.3 Consideremos el sistema de ecuaciones

T + Y + =z A+1
3y + 2z = 2\+3
3t + A=-1y + =z = A

1. Resolver el sistema para A = 1.
2. Hallar los valores de A\ para los que el sistema tiene solucién tnica.

3. (Existe algin valor de A para el que el sistema admite la solucién (z,y,z) =

1 1
— —_\?
(Lol):




Las matriz de los coeficientes es:

Desarrollando, resulta: |A] = —2(A — 1), luego
Al=0<= =1

SiA# 1= |A| # 0 = r(A) = 3. La matriz ampliada también tiene rango 3, y el nimero
de incégnitas también es 3. En definitiva, el sistema es de Cramer, y tiene por tanto solucién
unica. Esto responde al segundo apartado.

Para el apartado primero, tomamos A = 1. Sabemos, por el apartado anterior, que el sistema
no es de Cramer. La matriz ampliada es:

111 2
03 25
3011

Utilizamos ahora la reduccién gaussiana. Sumamos a la tercera fila la primera multiplicada por
—3, con lo cual:

1 1 1 2
0 3 2 5
0 -3 -2 -5

La tercera fila es la opuesta de la segunda, luego eliminamos aquella, con lo que el sistema
queda como:
rT+y+z=2

3y+22=95
LLamando = = t, es:

y+z2=2-—1

3y+22=5

Operando, resulta y = 1+ 2t, z = 1 — 3t, con lo cual, para A = 1, el sistema es compatible con
infinitas soluciones dependientes de un parametro, cuya solucién es:

T =1
y=1+2¢t
z=1-3t
Con esto finaliza el apartado primero.
Por 1ltimo, sustituyendo x = —%, y=20,z= %, en la primera ecuacién

1 1
—§+O+§:A+1:$O:A+1::A:—1

Hay que comprobar que este valor de A funciona en las otras dos ecuaciones. En efecto, susti-
tuyendo en la segunda:

1
3~0—|—2-§:2~(—1)—|—3, es decir, 1 =1



Por 1ltimo, en la tercera:

1 1
3. <_§>+(_2)~0—|—§:—1, es decir, —1=—1

Por consiguiente, es A = —1.

Problema 2.4 Sean r y s las rectas dadas por

r+y—2=6 r—1 y+1 =z
= s = =
rT+z=3 -1 6 2

1. Determinar el punto de interseccién de ambas rectas.

2. Calcular la ecuacion general del plano que las contiene.

Aunque el enunciado afirma que las rectas se cortan, no estd de mas comprobarlo. Para ello,
nos interesan las rectas en forma punto-vector director. Parametrizamos r, llamando z = ¢:

r+z=3—ax+t=3—2x=3—-1

También
r+y—z2=6=y=06+z—a0=6+t—(3—1t)=3+2¢
es decir:
r=3—t
3+ 2t bi P(3,3,0)
r= = , o bien, r=<¢
4 7=(-1,2,1)
z=1
La segunda es mas facil, pues si hacemos:
r—1 y+1 =z ;
-1 6 2
obtenemos:
r=1—-t
5= = — , 0 bien, s =< _
Y 7=(-1,6,2)
z =2t
La posicién relativa de ambas rectas se determina mediante el rango de la matriz
-1 -1 -2
A=(@5P0)=|2 6 —4
1 2 0

Es sencillo comprobar que |A| = 0, luego ciertamente las rectas se cortan. Sea R el punto de
corte de ambas. Como R € r, R es de la forma R = (3 —¢,3 + 2t,t). Imponiendo que R € s,

obtenemos:
3—t—1 3+2t+1 ¢t

1 6 2

Eligiendo la primera y la tercera, por ejemplo:

2—1t t
—1:§:>4—2t:—t:>t:4



luego R = (3 —4,34+2-4,4) = (—1,11,4).

Sea 7 el plano que contiene a r y a s. Los vectores @ y ¢ son vectores directores de . Como
punto del plano, tenemos bastante donde elegir, en concreto, P, () o R. Nos decantamos por el
primero. Por consiguiente:

r—3 y—3 =z
T=| —1 2 11=0
—1 6 2

Desarrollando el determinante, obtenemos:
T=2r—y+42-3=0 (2)

Con esto finaliza el problema. No obstante veamos un par de cosas, a modo de comprobacién.
Como r C m, al sustituir las paramétricas de r en (2) se nos debe de ir todo. En efecto:

2:-3—-t)—34+2t)+4-t—-3=6—-2t—3—-2t+4t—-3=0
Idem para s:
2-(1—t)—(—=14+6t)+4-(2t) —3=2—-2t4+1—-6t+8—-3=0

El apartado primero es més facil de conseguir de la siguiente forma. El punto de corte R de r
y s verifica todas las ecuaciones implicitas de ambas. Elegimos de r ambas, y de s la siguiente
r—1 =z

: :§:>2x—2:—z:>2:r—|-2’=2

Juntandolo todo, el sistema a resolver es:

r+y—z2=0
rT+z=3
20+ 2 =2
Restando a la tercera la segunda, x = —1. Sustituyendo en la segunda, —1 + 2 =3 = 2z = 4.

Por 1ltimo, sustituyendo estos valores en la primera
—14+y—4=6=y=11

y volvemos a obtener R(—1,11,4). Hay que tener cuidado con lo que se elige, ya que debe
hacerse de forma que el sistema resultante tenga rango 3.



