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1. Opcién A

Problema 1.1 Se desea construir un depésito cilindrico cerrado de drea total igual a 54 m?.
Determinar el radio de la base y la altura del cilindro para que éste tenga volumen maximo.

Sean z el radio de la base e y la altura del cilindro. La funcién a maximizar es el volumen
V = ma?y. La superficie total es Sy = 2mzy + 2722, luego la ecuacién de condicién es:

2ray + 2ma’ = 54

Despejando:
27 — wa?
== - 1

y — (1)
y por consiguiente:

27 — ma?

V= 7r:c2—m = 27x — ma®
T

Derivando:
V'(z) = 27 — 3na?

3 3
Como ha de ser V'(x) = 0, resulta 3mx? — 27 = 0 = 2 = £——, es decir, z = —. Derivando

J VT
V' (z) = —6mx = V" (%) <0

tenemos un maximo. Sustituyendo en (1), obtenemos y = \%, y en

otra vez:

3

Luego en el punto =z = NG

conclusion: 5

radio de la base = ﬁ, altura del cilindro = ﬁ
Problema 1.2 Sea f : | —1,4+00] — R definida por f(z) = In(z + 1), donde In denota la
funcion logaritmo neperiano.

1. Esbozar el recinto limitado por la grafica de f, el eje OY y la recta y = 1. Calcular los
puntos de corte de las gréficas.

2. Hallar el area del recinto anterior.

Seay = f(zr) = In(z +1). Paraz =0, es y = f(0) = Inl = 0, luego f pasa por el origen
0(0,0). Paray=1,esIn(z+1)=1=z+1=¢' = z =€ — 1. Ademsis:

F(-1%) = lim f(z) = lim In(z +1) = In(0%) = ~o0

r>—1 z>—1
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luego la recta x = —1 es una asintota vertical. Por ultimo, si es [
es:

=] —1,4o00], para todo = € I

luego f es creciente en I, y el recinto es:

Para la segunda parte, la superficie S que nos piden es, por consiguiente:

S = /61 1 —lIn(z+1)] do

Calculemos en primer lugar [ In(z + 1) dz, aplicando el método de integracién por partes:

/ f(2) - g'(@) dz = f(z) - glx) - / f(@) - glx) d

Por tanto:
[ f(z) =In(z +1))
g(x)=1 .
/ln(m—i—l)dw: g(z) =z :xln(:p+1)—/x+1dl’
1
/ JR—
\ f (x) - T+ 1 J
Esta tultima es una racional elemental, en concreto:
x r+1-1 1
/a:+1 v / r+1 v /( a:—i—l) v=2—lfz+1)
luego
/ln(:c—i—l)dx::cln(x—i—l) —z+Inz+1)=(@+1)hz+1)—=
y de aqui:

/[1 —In(z+1)] doe = /1d$—/ln(x—|—1)dx =z—(z+1)In(x+1)+2 =22—(z+1)In(x+1)
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Finalmente:
e—1
S:/ [1—ln(x+l)]dx:[2x—(ac+1)ln(:r:+1)]8_1:e—2
0
En conclusion:

S=e—2

Esta segunda parte es muchisimo mas sencilla integrando respecto al eje Y. La funcién
inversa de f es:
y=ln(z+1)—=z+1=¢"—=ax=¢'-1

Observando el grafico, vemos que:

1
S:/ (¥ —1)dy =¥ —y|s =e—2
0

Problema 1.3 Dado el sistema de ecuaciones lineales:

A +y+z=1
rT+Ay+z=2
At +y+z=1

1. Clasificar el sistema segtin los valores del pardmetro .

2. Resolver el sistema para A = 0.

Las matrices de los coeficientes y ampliada son:

N 11 A 101 1
A=[1 X 1), A=|1 x1:2
A 11 N

Los puntos verticales muestran la separacién entre la matriz de los coeficientes y la ampliada.
Desarrollando, resulta: |A] = —2A(A — 1), luego

|Al=0<= X=0,1
Por tanto:

» SiA#0,1 = |A| # 0 = r(A) = 3. La matriz ampliada también tiene rango 3, y el
nimero de incégnitas también es 3. En definitiva, el sistema es de Cramer, y tiene por
tanto solucion unica.

» Para A =1, es |A] =0, luego r(A) < 3. La matriz ampliada es

-1 1 11
A=[1 112
1 111
Para el calculo de los rangos, vamos a utilizar la reduccién gaussiana, y para ello,
recordamos las operaciones elementales de fila:



1. C;; = cambiar las filas 1, j.
2. M;(k) = multiplicar la fila ¢ por el nimero k # 0.

3. S;j(k) = sumar a la fila i la fila j multiplicada por el nimero k.

-1 1 11 -1 1 11
A = 1 1 1 2 :>{821(1>,531(1)}:> 0 2 2 3 :>{532(—1)}Z>
1 1 11 0 2 2 2
-1 11 : 1
0o 2 2 : 3
0 00 : —1

luego r(A) = 2, r(A’) = 3, y el sistema es incompatible.

» Para A =0, es |A| =0, luego r(A) < 3. La matriz ampliada es

A =

O = O

1 11
01 2
1 11

No hay necesidad de utilizar la reduccion gausiana ahora, pues la tercera fila es idéntica
a la primera. Eliminando aquella es:

, (0111
‘4—(10 12)
0 1 , . .
1ol = —1 # 0, resula r(A) = 2, r(A’) = 2, y el sistema es compatible con

infinitas soluciones dependientes de 1 parametro. Con la ultima matriz, el sistema queda
como y + z =1, x + z = 2. Llamando z = ¢, resulta:

y €omo

r=2-—1
y=1-—1
z=1t

Problema 1.4 Determinar el punto simétrico del punto A(—3,1,6) respecto de la recta:

_yt+3  z+1
22

Lo primero, para evitar trivialidades, es asegurarse que A ¢ r, lo cual es cierto, ya que:

r=g—1

1+3 6+1

—-3—-1= es falso
2 2 7
Parametrizamos r, en concreto:
+3 241 vl
r—1= yT _— 5 =t= ¢ y=—3+2t ) = @ = vector director de r = (1,2, 2)
z=—14+2t



Sea 7 el plano perpendicular a r que pasa por A. El vector u es el vector normal a 7, luego, la
ecuaciéon implicita de m es z 4+ 2y + 2z + A = 0. Como ha de pasar por A, es:

B+2+ 124X =0= A A=-1l—=r=2+4+2y+22—-11=0

Sea M el punto de corte de r y m, es decir M = r N 7. Para el calculo de M, resolvemos el
sistema entre r y 7, para lo cual, sustituimos las paramétricas de r en 7, es decir:

1+t+2(=3420)+2(-142) —11=0=>9t — 18 =0 =t =2

luego M = (1 +t,—3+2t,—1 4 2t) = (3,1,3). Este punto M es el punto medio entre A y el
simétrico A" que andamos buscando.

El alumno debe ir comprobando que el terreno que pisa es fuerte, haciendo pequenas com-
probaciones para asegurarse que los calculos van bien. En concreto, antes de darle la puntilla

final al problema, asegurémonos que M € r, en efecto, pues 3 — 1 = % —= 31 También ha de

ser M € 7, en efecto, pues 3+2-1+2-3 — 11 = 0. También ha de ser AM 1 u, y en efecto,
asi es, pues: N N
AM = (6,0,-3) = AM -t=6-1+0-2+(-3)-2=0

Finalmente, segin dijimos antes, sea A’(a, b, c) el simétrico de A respecto de r. Como M es el
punto medio del segmento AA’, tenemos:

— 1
a 3:3’ b+ _ 1 c+6
2 2 2

2. Opcién B

=3, =a=9b=1 c=0= A(9,1,0)

Problema 2.1 Sea f : [1,4+o00[ — R definida por f(x) = /= — 1. Determinar el punto P de
la grafica de f que se encuentra a menor distancia del punto A(2,0). ;Cudl es esa distancia?.

Sea P(x,y) el punto pedido. La funcién a minimizar es la distancia D de P a A, es decir:
D=+/(x—2)2+y?
El punto P esta en la grafica de f, luego la ecuacion de condicion es:
y=+vx—1, obien, > =z —1

Minimizar D es lo mismo que minimizar H = D? con lo que nos evitamos el engorro de las
raices cuadradas, por tanto:

H=D*=(z—-22+y"=(r -2 +a2—1

Derivando y simplificando:
H(z)=2x—-2)+1

3
Como ha de ser H'(x) =0, resulta 2(x —2) 4+ 1=0= x = 3 Derivando otra vez:
H'(z)=2>0
Luego en el punto xz = %, tenemos un minimo. Sustituyendo en y = v/x — 1, obtenemos

3 V2

— /21
y 2 2



2
luego P (g, \/7_> Por tltimo:

3 S| 1 1 V3
D=y/{2-2) +-=4/74+-=-"
¢<2 ) *3 1737

Aqui damos el problema por acabado, aunque vamos a ver una segunda forma de resolverlo. Es
mas dificil de ver que la anterior, aunque es mas interesante desde un punto de vista geométrico,
en concreto, de todos los puntos de la gréfica de f habré que seleccionar aquel (o aquellos) cuya
recta normal pase por A. La recta normal en un punto a es:

y= f0) = (e —0)
1 1
2a-1 [0
y=+vVa—1—-2Va—1(z —a)

Imponiendo que pase por A(2,0), obtenemos la ecuacién:

Como f(z) = Vo —1= f'(x) = = 2y/x — 1, luego la recta normal en

I = a es:

0=Va—-1-2vVa—12-a)= 2a—3)Va—-1=0=a =1,

DO W

Para a = 1 es P(1,0) = d(A,P) = 1. Pataa = 2 es P (3 ﬁ) — d(A,P) = Y3,y como

2 202 2
\/73 < 1, la solucién es P (%, ‘?), igual que por el método anterior.

Problema 2.2 Hallar:

/ (20 16;(61 e

Sugerencia: efectuar el cambio de variable ¢ = e”.

En efecto, mediante el cambio de variable que se nos sugiere, tenemos ¢t = e* = dt = e dx, y
por tanto:

e” 1 1
/(eﬂr—1)<ew+1) dm:/(tQ—l)(tJrl) dt:/(t+1)2(t—1) dt

Obtenemos una racional. Descomponiendo en fracciones simples:

1 1 1 1
GrLI2G—1) 20112 4+ Tii-1
luego
1 1 1 1
dt = —— —-In(t+1)+-In(t -1
/@+U%—D 21y antHlF -1
Por 1ltimo, deshaciendo el cambio:
e’ 1 1 1
dr = — — - In(e" + 1)+ = In(e” — 1
/(ezx—1)(ex+1) e R G R Gl



Problema 2.3 Dada la matriz A = <)\ +1.0 >

1 -1
1. Determinar los valores de \ para los que la matriz A% + 3A no tiene inversa.

2. Para A = 0, hallar la matriz X que verifica la ecuacion AX + A = 21, siendo [ la matriz
identidad de orden 2.

Sea B = A?+3A = A(A+3I). Operando, es A+31 = (
|A+ 31| =2(A+4), luego

A —1'— 1 g) Trivialmente, |A| = —(A\+1),

|B| = |A| - |[A+ 31| = =2(A+1)(A+4)

luego |B| =0 <= X\ = —1,—4, y por tanto, B no tiene inversa cuando A = —1, —4.
1 0

1 _1>, |A| = —1. Un célculo sencillo muestra

Ya en la segunda parte, para A = 0 es A = (

que A7l = G _01), y por tanto:

AX+A:2I:>AX:21—A:>X:A‘1(2]—A):(1 0)-(1 0>:(1 0)

1 —1) -1 3) 72 =3
10
)

Problema 2.4 Consideremos los puntos A(1,0,—1) y B(2,1,0), y la recta r = {

es decir:

r+y=1
T+ z=2

1. Determinar la ecuacién del plano que es paralelo a r y pasa por Ay B.

2. Determinar si la recta que pasa por los puntos P(1,2,1) y Q(3,4,1) estd contenida en
dicho plano.

=1
Sea 7 el plano pedido. Parametrizamos r, tomando x = ¢, con locual r =< y=1—1¢ 3. Un
z=2—1

vector director de r es @ = (1,—1,—1). Como 7 || m, @ es también un vector director de 7. El
otro vector director de m es v = AB = (1,1, 1), luego la ecuacién implicita de 7 es:

r—1 y =241
1 1 1 |=0
1 -1 -1
Desarrollando y simplificando, resulta:

T=y—z—1=0

Para la segunda parte, tenemos que P € m, pero () ¢ 7, luego la recta que pasa por Py () no
esta contenida en 7.



