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1. Conceptos previos

Dado un ntumero real a # 0, se define:

signo(a) = =

|al
Es decir
. (a) -1, sia<0
signo(a) =
8 1, sia>0
Como signo(0™) = 1 y signo(0~) = —1, el ntimero 0 no tiene signo.

1.1. Funciones equivalentes

Dos funciones f, g definidas en un entorno de un punto x, (finito o no) son equivalentes en
Tq Si

Cuando esto ocurra, escribiremos f ~ g cuando x — xg, o f ~ g cuando x = x(, o incluso,
f ~ g en un entorno de x.

2. Planteamiento del problema

Sean m,n, p,q enteros > 1. Consideremos los polinomios

f(z) = aps™ + arxg™ - A a1+ A
_1 Qao, b(] >0
g(ﬂf) = boxq + blﬂfq + -+ bq,1$ -+ bq

dos polinomios de grados respectivos m y ¢. Queremos obtener un desarrollo asintotico de la
funciéon

d(z) = {/f(x) — ¢/g(x), cuando z — +o0

y calcular de camino
= lim d(x)

r—+00
Este tipo de limites son muy molestos, debido a la cantidad de transformaciones que hay que
efectuar para llegar al resultado, de ahi la necesidad de buscar reglas simples que simplifiquen
el trabajo.



3. Resolucion
Comencemos con el caso trivial, en concreto, cuando

m _,q
_74_
nop

m _q
y para concretar, — > —. Entonces:
n.p

d(z) =/ f(z) — /g(x) = Vagz™ + arz™ "+ + an, — {/bows + bywa=1---

m b b
:xm/nva()‘l'ﬂ“‘“““&——$q/p</b0+_1+“‘+_q:
x xm x x4

b b
:xm/"<§/a0+ﬂ+...+a_m_x4/10m/”i/bo_|__1_|_...+_q>
x xrm x x4

m
Como a_m < 0= 24P~/ - (), cuando z — 400, luego
p n

d(z) ~ ay"2™™, cuando z — +oo

y por consiguiente
lim d(z) = 400

Tr——400

.m
Analogamente, si — < 27 es
n p

d(z) ~ —by/P2¥? | cuando x — +oo
y en este caso

lim d(x) = —o0

T——+00

Las expresiones (1) y (2) pueden unirse en una sola, en concreto:

lim d(z) = signo (T — 2) 00

r——+00 n p

y para resumir:

ay/ "z, si 24
d(x) ~ "o cuando z — +00
—by/ Pyl g4
n p
Estudiemos ahora el caso no trivial:
m q
noop

+ by =

(4)

Reduciendo a indice comtn los dos radicales, sean M = [n,p| y D = (n,p), el minimo comiin
multiplo y el maximo comun divisor de los enteros n y p. Sabemos que M - D = np. Entonces

f(@) = Yagrm + x4+ A 1T+ Ay = A{/(aoxm + @z et 1T+ ag,)

p/D

g(z) = bzt + byt + -+ b, 7+ b, = A{/(bgﬂ + bzt 4+ by + bq)

n/D



Los grados de los dltimos polinomios radicales son mp/D y gn/D. Ahora bien:

mp _nq

P {por (a)) =

en otras palabras, son iguales. Después de esta transformacion, desarrollando los polinomios y
renombrando las variables, la situacién queda de la siguiente forma:

f(x) = apx™ + arxg™ - a1+ an
m m—1 agp, b() > O
g(x) = boz™ + b1z + -+ b1 + by,

y ahora es
d(x) = 3/ f(z) = Vg(z)

Como

n n m/n n aj Ampm—1 A n bl bm—l bm
V() = /gla) =™ (\/a0+;+xm_1 tom T \/bo+;+£m—1 +x_m>

mediante el cambio de variable z = 1/h resulta:

[ = lim h~™/" ({‘/ao Faht ot G B+ ah™ — B+ b+ e+ b R+ bmhm>

et
Sean

u(h) = a1 + agh + - + a,h™ 't + a,,h™

v(h) = by +boh + -+ 4 by K 4 by K"

w(h) = B~/ (%0 Fatht ot am B+ amhm — /by + bih+ e+ b bmhm>

Recordando el desarrollo de la serie bindmica:

(1+z)t = ;O (Z) 2"

y de aqui, si a(h) estd definida en un entorno de 0, es:

o2 £ Q) 2]
luego

1/n\ (arh+ axh? +-~-+amhm)’“

(a0 + arh+ -+ @y B @ h™) " =aé/"2( ”

k=0
0 k
s ()
= ay -
P k ag
Idem para la otra raiz. Luego:

ath) =S (M) L) 8y o] 5)

a
k=0 0



Estudiemos el comportamiento de w(h) cuando A — 07. El primer término (para k = 0) es
" =

Si ag # by, entonces, como h~"/™ — oo, cuando h — 0T, resulta | = co y volviendo a la variable
x, es:
d(x) ~ (aé/n - bé/n)a:m/”, cuando  — 400 (6)

Sin embargo, si ag = by, éste término es 0 y hemos de seguir analizando, mirando el término
para k =1, que es:

1/n 1/n
a(h) = B fu(h) — v(R)] = SR (@) = by) 4 (a — ba)h 4+ (a — bR
nao nao

m
y debemos estudiar el limite teniendo en cuenta el signo de 1 — — y el hecho de que a; — b,

sea cero o no. Asi que, para evitar quebraderos de cabeza, sea i el menor entero r > 1, tal que
a, — b, # 0, es decir:

al—ble, a2—62:0, ...Clifl—biflzo, az—bl#O
Es evidente que si este entero no existe, entonces
a0:b07 alzbla"'7am:bm

es decir, los polinomios serian iguales y el problema seria trivial. En fin:
al/n A )
a(h) = ﬁhl_m/n [(ai = bi) + (@ix1 = biga)h 4 -+ + (@ — b )27
0
Ahora ya si, tenemos que
a(l)/n(ai —b)hi™n

nagp

q(h) ~ , cuando h — 0

y volviendo a z, es:
1 m_g
a™(a; — bj)xn

d(z) ~ d
(x) e , cuando x — +00 (7)
Para i =0, (7) no es (6), luego
(a(l)/n —by/™Ma™™ si ag # b
d(x) ~ a(l)/n(ai b)) m cuando x — 400 (8)

zn ' i=min{l <r<m:a, —b, #0}
nagp

Con la equivalencia anterior, el cdlculo del limite es trivial. En efecto:

s Si ag # by, entonces | = 00, ya que ™" — 400 cuando & — +o00. El signo depende de
si ag > by 0 ag < by.

= Si ¢ > 1, entonces, si i < ™, x» " — 400, cuando x — +00, luego [ = oco. El caso
. , , .. i—b;)al/™ .
anterior estd englobado en éste. Si 7 = ™, entonces | = %; y finalmente, si i > ™,
"
xn " — 0, cuando x — 400, luego [ = 0.

4



En conclusion:

(

0, sit <™
n
(:=b)ag” o w | donde ahoraesi— min{0 < r<m:a,—b £ 0} (9
et sii= "o , donde ahora es i = min{0 <r <m:a, —b. #0} (9)
0
0, sii >

\

Observemos la siguiente curiosidad:

lesteal y # 0 <= m =ni

es decir, cuando n e i son divisores de m y ademds complementarios, (recordamos aqui que si

a es un divisor de b, el niimero ¢ =

4.

b

a

es entero, y se llama el divisor complementario de a).

Problemas

. Calcular:

[ = lim (\/7x2+7a:—1—\/3m2—4x—|—9)

Tr—-+00

Tenemos m=n=2,1=0,yaque ag —by =7—3 =4 7# 0, y como

) m
1=0< —
n

luego, por (9) es [ = +o0.

. Calcular:

= lim (\/7x2+7x—1—\/7x2+x+5)

T——+00

Tenemos m=n=2,1=1,yaqueay—by=0,a; —by=7—1=6#0, y como

(a1 —b)ay?  6VT  3V7T
2a0 2.7 7

) m
1=1=—
n

2
2

. Calcular:

= lim <\/7x2+7m—1—\/71:2+7x+5>

r—+00
Tenemos m=n=2,1=2,yaqueag—by=a; —by=0,ya,—by=—1—-5=—-6#0y
como

. m 2
1=2>—==-—=1=101=0
n 2

. Calcular:

[ = lim (\3/5133—9x2—6x—5—\3/4x3+x2+613>

T—400

Tenemos m=n=3,1=0,yaqueay—by=5—4=1=0, y como

3
i=0< =22 1—=1=14c
n 3



(&51-3 022 — 62 —5— /5 —da? —x 1 10)
—5 # 0 y como

5. Calcular:
[= lim
T—+00
Tenemos m=n=3,i=1,yaqueay—by=0,a, —by =—-9—(—4) =
1/3
i:l:@:§:1:>l:<a1_bl>a0/ _ s Vs
n 3 3ag 3-5 3
6. Calcular
[ = lir+n <\3/a:3—3x2—l—1—:v>
Escribiendo z = v/23, resulta:
| = h’rf (\3/x3—3x2+ —\d/ﬁ)
Tenemos m=n=3,1=1,yaqueay—by=0,a; —by =—-3—-0=—-3# 0y como
. m 3 (ap —by)-1% =3
! n 3 31 3
7. Calcular
/= lim (\/332+4:c—1—x>
Escribiendo z = V22, esm =n=2e¢i =1, y como
. (a1 - bl) : 11/2 4
! n 2.1 2

(\/x4+5x2—3$+1—x2>

8. Calcular
[ = lim
T——+00
Escribiendo 22 = Vat, esm = 4, n = 2ei = 2, yaque ag — by = a3 — b = 0,
as —by =5—0=>57y como
, m 4 (ag —by) - 1Y% 5
! w2 21 2
9. Calcular
I= tim (Vo454 V82T + 427 — 32
Ahora no podemos aplicar directamente (9), no obstante, escribimos:
I= lim |(Va¥ 55— a) + (VBaT + 407 - 20) |
y por tanto:
p— p— 3
lim (\3/x3+5—x):{7,b " }:
Tr—+00 /—
n=m=3 4.8 1
lim (v/8x3 + 422 — 2z) = — _ 2z
i (V8a? + da? — 2z) {¢:1, a1—61:4} 3.8 3

3



10.

11.

Calcular

Ve+1—vr+2

[= lim
r—too x4+ 11—z +4

Sea

Vo +l-vVar+2

CVrrl-Vrt4

Aplicando (9), tanto el numerador como el denominador tienden a 0, luego el limite es
indeterminado tipo %. Por (8),

/(@)

m=1
1 1
Ver+1l—vr+2~<n=3 ~—§x%_1:—§x_2/3, cuando £ — 400
’izl, al—blz—l
Anélogamente:
m=1 5 5
Ve+l—vVzr+4~{n=2 N—ix%’1:—§x’1/2, cuando z — 400
izl, al—b1=—3
luego
_1,.-2/3 2
f(z) ~ 3—1/2 = §x_1/6, cuando z — 400
__xi

luego | = 0, ya que lim,_ o 2~ /6 = 0.

[ = lim (\/x—i-l—\/ac—k2)\/x—|—1
r——+00 2

lim (\/x+l—\/x+2) =0

T——+00

Calcular

Aplicando (9), es

luego el limite es indeterminado tipo 0 - co. Sea
1
fl@)=(Vz+1-Vz+2)\/z+ 3

m=1
Vr+l—vVz+2~{n=2 ~—

izl, al—blz—l

Ahora bien:

1 _
r2 = ——zx ,  cuando r — 400

y como y/x + % ~ x'/2 resulta

1 1
flz) ~ ' (——x1/2> =3 cuando x — 400



12. calcular

vr+a—vr+b

[= lim
z—too Yx +c— Vo +d

12/1‘ + e

Sea

 Vrta—Vr+b ,——
fw) = Vr+c—vr+d vre

Todas las equivalencias que siguen son para r — +o00. Tenemos

(m: 1 3 b b
Vota=Vatb~gn=1 Na; xi—lz—a; p3/4
\Z':Lal_bl:a_b)
(m: 1 3\ d d
Ve Vosdrgn=3 >NC; x%*1:03 o—2/3
\izlv a1—blzc—d)
y como ¥z + e ~ z/12 resulta
a—b . —
f(([) ~ ﬂxl/m — Mx73/4+1/12+2/3 _ M
C%da:—m 4(c —d) A(c—d)
luego [ = igz:gg.
13. Sean rq,73,...,7, € R. Calcular

l= lim (Y (z+r)(@z+r)...(x+r,) — )

T——+00

Escribimos x = /2™ Tenemos m = n, ¢ = 1, y hemos de calcular a;, coeficiente que
acompafia a " ! en el desarollo de

Qz)=(zx+mr)(xz+r)...(x+1m)

Recordemos aqui una de las relaciones que hay entre los coeficientes y las raices de un
polinomio, en concreto, si

P(z) = apa"™ + 2™t + - a1 4

y X1, T9,...,T, son las raices de P, entonces:
n
251
E Ty =——
Q@
i=1 0
En nuestro caso, las raices de ) son —ry, —ro, ..., —r,, ¥ por tanto:

n n
ai
—E Ti:——:—a1:>0j125 T
- ap -
=1 =1

. n
Enfin,m=mn,i=1,cona; =) 7,y como

o=y g i
n n



es decir, la media aritmética de las raices.

La tnica objeccién al razonamiento es que pudiera ocurrir que y ., 7; = 0, con lo cual
tendriamos que calcular as y asi sucesivamente. Ahora bien, si es ¢ > 2, entonces es trivial
que i > ™, es decir, i > 1, luego de (9) deduciriamos que I = 0, con lo que quedaria

incluido este caso especial.

. Calcular

VB3 420 —1 V323 —2x—1
[= lim
e—+too /a3 + 22 + 3 — Va3 + 22 — 3

Sea

B V33 +2r —1—+3x3 -2z — 1
Va3 + 22 + 3z — Vad + 22 — 3z

Aplicando (8) (las equivalencias que siguen son para r — +00):

f(x)

m=3
V33420 —1—V33 -2 —1~{ n=2 ~
i:2, ag—b2:4

_1
x€T2 = —2 2

2\/§ 3_9o 2\/§
3

También:

m=3 5

Vad+ 22+ 3c—vVad+ 22 —3x~<{ n=2 Néx%_2:3x_%

1= 2, a9 — b2 =6

luego
f( ) %gx_% 2\/§
€T) ~ ey
3x~2 9

luego [ = %g'



